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HIPERBOLA

UNIDAD XI

X1.1 DEFINICION DE HIPERBOLA

Una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos P del plano, tales que la diferencia de sus

distancias a dos puntos fijos en el plano es constante. Los puntos fijos F1 y Fz se llaman focos.
Graficamente esto es:

d,-d,= constante

Con relacion a la figura, el segmento de recta VoV, gue pasa por los focos es el eje real. La mediatriz B,B;

del eje real es el eje imaginario. Cada extremo del eje real V1 y V2 se llama vértice. El punto medio del

segmento F>F se llama centro de la hipérbola. La distancia del centro a cada vértice se llama semieje real y
la distancia del centro a cada extremo del eje imaginario se conoce como semieje imaginariol.

X1.2 ECUACION ORDINARIA DE LA HIPERBOLA HORIZONTAL CON CENTRO EN
EL ORIGEN

A partir de la definicion de la hipérbola y de la expresion para calcular la distancia entre dos puntos, se
puede deducir la ecuacion de una hipérbola en un sistema de coordenadas rectangulares.

! Algunos textos, definen al eje real como eje transverso y al eje imaginario como eje conjugado.
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Si los vértices se ubican en las coordenadas Vi (a,O) y Vo (— a,O), los focos estan en Fy (C,O) y

F2 (— C,O), el eje real de la hipérbola es coincidente al eje X, y si su centro se ubica en el origen, tiene
la siguiente forma:

V,(-a, O) -..,...,m\‘/l(a,O) X

B,(0,-b) ¢

Si el punto P est4 en cualquiera de los vértices, la diferencia de distancias d; —d, da como resultado

a-c-— (—C - a) , por lo que la suma constante se establece en 28, a>0.

El punto P(x,y) pertenecerd a la hipérbola si y sélo si: d; —d, =2a,
por lo tanto:

Y= (=c)f +(y-0)? =y(x-c)? +(y-0)* = 2a

que equivale a:

elevando ambos miembros al cuadrado:

2 2
( (x+c)f + yzj :[2a+ (x—c)’ + yzj
desarrollando:

(x+c)® +y? =4a® +4ay/(x—c)* + y* +(x—c)* +y?
x2 +2xc+c? +y? = 4a% +4ay/(x—c)’ + y? +x? - 2xc+c? + y?

eliminando términos iguales:
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2xc=4a” +4ay/(x—c)* + y* - 2xc

que equivale a:

4an/(x—c)? +y? = 4xc-4a®

dividiendo todo por 4:

ay/(x-c)’ +y? = xc-a?

elevando nuevamente al cuadrado ambos miembros:

(a (x-c)* + yzjz = (xc—az)2

2

az((x—c)2 + y2)= (xc— a2)
2

az(x2 -2xc+c? + yz): (xc—az)
a’x? - 2a’xc+a’c® +a’y? = x°c® -2a’xc+a’
reduciendo términos semejantes:
a2x2 +a2c2 + a2y2 = x2c2 +a*
invirtiendo nuevamente los miembros:
x2c2 +a% = a?x2 +a2c2 + a2y2
acomodando convenientemente:
chz _ x2a2 _ a2y2 — a202 _ a4

factorizando X° en el primer miembro y a’enel segundo miembro:
x2(02 _az)_azyz — a2(02 —a2)

si se denota como b? ala expresion c? -b? , Y se sustituye se tiene que:
NG a2y2 = a2p2
dividiendo por a’b? toda la expresion:

%2p2 a2y2 _ a2b?

a’b®> a’h® a’h?
finalmente queda como:

X_z—y_:l

2
a’ b2

ecuacion conocida como ecuacion ordinaria o candénica de la hipérbola horizontal con centro en el origen,
de semieje real @ y de semieje imaginario b.

Una de las asintotas pasa por el origen y el punto (a,b), por lo que su ecuacion estd dada por:

y-0_0-b_b ) . L
X——O _O——a 3 La otra asintota pasa por el origen y el punto (—a,b), por lo que su ecuacion esta
y-0_ 0-b _ b o _
dada por: = = ~— . Esto significa que las ecuaciones de las asintotas para este caso son:
x-0 O—(— a) a
b
y=+—X
a
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X.3 LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA HIPERBOLA H ORIZONTAL

Para cualquier hipérbola, los segmentos perpendiculares al eje real que pasan por sus focos y que
incluyen a los extremos de la curva se denominan lados rectos (LR). Gréficamente es:

LR LR

F,(-c,0) V, V, F,(c,0) X

/. "\

Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto, que pasa por el foco F;, se sustituye X
por C en la ecuaciéon despejada para Y :

y:iE\/c2 -a?
a
pero como b? =c? —a2, se tiene:
2
y=+2Jp? =+Pp=2?"
a a a

por lo cual, las coordenadas de los extremos P, y P, del lado recto asociado a F; son:
b? b2
oa )y Rlema

Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco F,, el
procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos P; y P, son simétricos a los puntos B y
P, con respecto al eje X, con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las
coordenadas de los extremos P; y P, del lado recto asociado a F», son:

b? b2
Pl -c,— P
3 a |’ P‘{ ¢ aj
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La longitud, medida en unidades lineales (U) de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus
ordenadas. Por lo tanto:

_
a

LR

X.4 EXCENTRICIDAD DE UNA HIPERBOLA

Para cualquier hipérbola, a la relacién que existe entre C y a, se le conoce como su excentricidad y se
denota con la letra €:

c
e=—
a
Como el valor de C (foco) es mas grande que el @ (vértice), siempre se cumple que €>1.
Ejemplos.

Calcular las longitudes de los semiejes real e imaginario, las coordenadas de los vértices, focos, la
longitud del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas de las siguientes hipérbolas:

2 2
X y
RATIS Sy |
D59
Solucién.

El eje real es X. a’=25b%>=9 = a=5,b=3
los vértices se encuentran en: V; (5,0) y V,(-5,0)

los extremos del eje imaginario estan en: B; (0,3) y B, (0.—3)
obteniendo C:

c=+va?+b? =425+9 =434

los focos se ubican en: F; (@,0) y F, (—\/Q,O)

L tricidad es: €= ——— >1 Ellado recto es: LR= =—~=—u
a excentricidad es 5 ado recto es 5 5 5

. ] _ .3 . _3 _ 3
las ecuaciones de las asintotas son: Y—igx, es decir: y—gx y y——gx

2) 8x? —12y% =96
Solucién.

Dividiendo todo por 96 :
Xy

12 8

De la ecuacién se deduce que: @ =+/12 y b= x/§ .
obteniendo C:
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c=yizf + (Bf =v20
los vértices se ubican en V; (\/EO) y Vo (—\/E,O)
los extremos del eje imaginario estan en: B; (0,\/5) y By (0,—\/5)

los focos se encuentran en: Fy; (\/2_00) y F> (—\/2_0,0)

V3 _2/5_45 A& 2

la excentricidad es: €~ \/E - 2\/5 - \/5 >1. El lado recto es: LR= \/E

\/é 2 2
las ecuaciones de las asintotas son: Y TZ , es decir: 'Y 3 yY 3

—
es)

16
= u.

V12

3

Ejemplo.
Si se sabe que se tiene un foco en V; (10,0) y un vértice en F; (—8,0) , obtener las caracteristicas de la
hipérbola.

Solucion.
Por simetria se deduce que el otro vértice esta en V5 (—10,0) y el otro foco en: Fy (8,0)

obteniendo b

b=+/c?2-a? = b=+10%2-82 =./100-64 =-/36 =6

) Y
la ecuacion buscada es: 64 36
10 _5 2(6)* _ 2(36) _ 72
e e ==2>1 . LR= =/ =__"_=90u.
la excentricidad es: 3 4 . El lado recto es: 3 8 3
) ) . _3 _ 3
las ecuaciones de las asintotas son: Y = igx, esdecir: Y= 2 Xyy= _ZX

X.5 ECUACION ORDINARIA DE LA HIPERBOLA VERTICAL CON CENTRO EN EL
ORIGEN

El procedimiento para obtener la ecuacion de la hipérbola vertical es muy similar al que se hizo con la
hipérbola horizontal.
En este caso, los vértices y focos estan sobre el eje Y en las coordenadas V; (O,a), V, (0,— a),

F1 (0 ,C) y F2 (0,— C), respectivamente, y aplicando la expresién de distancia entre dos puntos se tiene
que:

\/(X‘O)Z +(y-(-¢)) —\/(x—O)2 +(y-c)® =2a

que equivale a:

VX2 +(y+c)? =2a+x* +(y-c)?

después de desarrollar, eliminar radicales y simplificar, se llega a:
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yox

2 2
a2 p?

ecuacion conocida como ecuacion ordinaria o canénica de la hipérbola vertical con centro en el origen, de
semieje real @ y de semieje imaginario b. La hipérbola en este caso tendria la siguiente forma:

y-0_ 0O-a a

dada por: -0 = 0 (_ b) = _B' Esto significa que las ecuaciones de las asintotas para este caso son:

X.6 LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA HIPERBOLA V ERTICAL

Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto de una hipérbola vertical, que pasa por el
foco Fy, se sustituye el valor de Y por C en la ecuacion despejada para X :

x=i§ch—a2

pero como b? =c? - a2, se tiene:
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2
oD o7 2Py oD
a a a

por lo cual, las coordenadas de los extremos P, y P, del lado recto asociado a F; son:
b? b?
Rl—cC| y P Y .C

Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco F», el
procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos Ps; y P, son simétricos a los puntos B y
P, con respecto al eje Y, con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las
coordenadas de los extremos P; y P, del lado recto asociado a F;, son:

b? b?
R|—,—C P ——,—¢

R

N

LR

L
P\ F,(0,c) \ /P1
P,

La longitud, medida en unidades lineales (U) de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus
abscisas. Por lo tanto:

2b?
LR=——
a
Ejemplos.
yz NG
1) Obtener todas las caracteristicas de la hipérbola de ecuacion: ? - TG =1
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Solucién.

De la ecuacion se deduce que: & = \/§ =3yb= \/E =4

obteniendo C:
c=y32+42 = /25 =5
los vértices se ubican en V; (0,3) y Vo (0,—3)
los extremos del eje imaginario estan en: B; (4,0) y B> (—4,0)
los focos se encuentran en: F; (0,5) y (0,— 5)
_2(4)* _2016) _32

la excentricidad es: €= § >1 Elladorectoes: LR=2L =2 =2,

las ecuaciones de las asintotas son: Y = iz X esdecir: ¥~ 2 Xyy= _ZX

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

2) Obtener todas las caracteristicas de la hipérbola con focos en F (O,i 6) y que tiene asintotas de

4
ecuaciones: Y= igx .

Solucién.
De los datos se deduce que: C=6 y que el eje real es Y
De las ecuaciones de las asintotas se despeja a:
a a_4 4
y=t—x 0 —=— = a=-=b
b b 5 5

pero también se sabe que:

2
c=+a?+b? = 6:‘/(ng +b2:\/;—2b2+b2:\/:—;b2:6 0 b=

~ a= [ﬂj O
5 \Va1) a1
por lo tanto, la ecuacion buscada es:

2 2 2 2
y X _:>41y_41x_

o4 (30 P 576 900
[\/TJ (\/4_1j
24

6 _6v41

los vértices estan en V (O,i E] , la excentricidad es: ©= 24 24

Jal

2
30 J 2(9%} 1800
LR = \/ZA‘E. 41 ) _ 4 _ 75 y

2 24 a

Jau Ja Ja

la longitud del lado recto es:

:\/?'>1
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X.7 ECUACION DE LA HIPERBOLA HORIZONTAL CUANDO SU C ENTRO ES
CUALQUIER PUNTO DEL PLANO

Si el centro de la hipérbola horizontal es el punto C(h,k), gue es el origen del sistema coordenado

X =Y, su ecuacién ordinaria viene dada por:

pero teniendo en cuenta las férmulas de traslacion:
X=x-h y y=y-k

y sustituyendo en la ecuacién anterior se tiene que:

P (kP
a’ b?

gue es la ecuacion ordinaria de la hipérbola horizontal con centro en C(h,k), de semieje real A y de
semieje imaginario b.

La siguiente figura muestra este caso:

10
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De la figura se puede apreciar que los vértices estan en: V; (h + a,k) y V, (h - a,k), los extremos del eje

imaginario estan en: Bl(h,k+b) y B, (h,k—b), por su parte, los focos se ubican en Fl(h+ C,k) y
2
F, (h— C,k). La longitud del lado recto sigue siendo LR = 3 los extremos de los lados rectos son:

b? b
[h tck+ aJ y las ecuaciones de las asintotas son: Y ~K= ig(x— h) .

Ejemplo.

(x+2)* _(y-5)° _
9 36

Encontrar todos los elementos de la hipérbola cuya ecuacién es: 1

Solucién.
De la ecuacién se apreciaque h=-1y k=5

por lo tanto, el centro se ubica en C(— 1,5) .
Por otra parte, se tiene:

a®=9,b*=36 = a=3,b=6
los vértices estan en: V (‘11 3,5) que equivale a:
Vi(2,5) y V,(-4,5)

obteniendo C:

c=va?+b? =9+36=4/45=3\5
los focos se ubican en: F (—1i 3\/55) que equivale a:

F(-1+3v8.5) y F,(-1-3/5 5)
N5 _ 5a1

la excentricidad es: €= S =

2
el lado recto es: LR :& = @ =24u.

3

6
las ecuaciones de las asintotas son: Y =9 = ig(x +1), que equivalea: Y —5= iZ(X + 1)

desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: 2X—y+7=0 y 2x+y-3=0,

X.8 ECUACION DE LA HIPERBOLA VERTICAL CUANDO SU CEN TRO ES
CUALQUIER PUNTO DEL PLANO

Si el centro de la hipérbola vertical es el punto C(h,k), que es el origen del sistema coordenado XY,
su ecuacion ordinaria viene dada por:

2 2
) _(x)_
2 2 1
a b
pero teniendo en cuenta las férmulas de traslacion:

11
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X=x-h y y=y-k

y sustituyendo en la ecuacién anterior se tiene que:

kPGP
a’ b?

gue es la ecuacién ordinaria de la hipérbola vertical con centro en C(h,k), de semieje real A y de
semieje imaginario b. La siguiente figura muestra este caso:

h X

De la figura se puede apreciar que los vértices estan en: Vl(h,k + a) y V, (h,k - a) y los focos se ubican
_ o 2b®
en Fl(h,k+c) y Fz(h,k—C). La longitud del lado recto sigue siendo LR:7, los extremos de los

2 a
lados rectos son: | h+ 5 K£C| ylas ecuaciones de las asintotas son: Y ~K = iE(X - h) .

Ejemplo.
Encontrar la ecuacion de la hipérbola y sus caracteristicas si tiene vértices en V; (5,1) y Vs (5,7) y cuya

longitud de sus lados rectos es 5 u.

12
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Solucion.
Como las abscisas de los vértices no cambian, se trata de una hipérbola vertical.

1+7
el centro se ubica en C 5’7 = C(574), estoes, N=5y k=4

asi que el semieje reales: a=7-4=3
despejando b dela expresion del lado recto:
2
R=8-2°_8 _ 2 38, o o,
3 3 3 2(3)
asi que la ecuacién buscada es:
(v-4) (=57 _; _ (y-4P _(x-5" _;
32 22 9 4
obteniendo C:
c=+a?+b? =4/32+22 =9+ 4 =13
los focos se ubican en: F (5,4i \/E) que equivale a: F; (5,4+\/E) y F (514_\/E)

3
las ecuaciones de las asintotas son: Y ~4 = iE(X - 5) , que equivale a: 2(y - 4) = iS(X - 5)

desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: 3X—2y—-7=0 y 3x+2y-23=0.

X.9 ECUACION GENERAL DE LA HIPERBOLA HORIZONTAL

Sea la ecuacion ordinaria trasladada de la hipérbola horizontal:
(x=h) _(y-k)f _
2 =1
a b
desarrollando se tiene:
2 _ 2 2 _ 2
X“=2xh+h® y“-2yk+k* _
a’ b?
multiplicando por a’b?:
a2b2(x2 - 2xh+ h2) _a’h’? (y2 -2yk+ k2)
a’ b?
= b2[x? -2xh+h2)-a2(y? - 2yk+k?) = a%?
= b%x? - 2b?xh+b?h? -a?y? + 2ayk-a’k? = a’b?
acomodando:
b%x? —a?y? — 2b%hx+ 2a’ky +b?h? —a%k? -a%bh% =0
realizando los siguientes cambios de variable:
A=b?, C=a? D=-2b%h, E=2a%k, F =Db*h?-a’k?-a’h’
la expresién queda como:

1

= a’b?(1)

Ax? -Cy? + Dx+Ey+F =0

que es la ecuacion general de la hipérbola horizontal. Nétese como A# C, tanto en signo como en magnitud.

13
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Ejemplo.
Obtener la ecuacion general de la hipérbola horizontal y sus caracteristicas si el semieje real igual a seis,
el semieje imaginario es cinco y su centro esta en C(S,— 4) .

Solucion.
a=6, b=5

los vértices estan en: V (3 + 6,—4) =V (9,— 4), V, (—3,— 4)

obteniendo C:

c=v62+5 = c=+36+25=461
Iosfocosseubicanen:F(3i\/a,—4) = F1(3+\/a,—4), F2(3—\/a,—4)

2(5)* _ 2(25) _ 50 _ 25
la excentricidad es: €= e >1 la longitud del lado recto es: LR = —) = Q =—=—1u

5
Las ecuaciones de las asintotas son: Y +4 = ig(x - 3) , que equivale a: 6(y + 4) = iS(x - 3)

desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: 5X—6y—-39=0 y 5X+6y+9=0.
La ecuacion ordinaria trasladada queda:
(=3 _(y+4)f o, _ (=3 _(y+4)f _,
6° 52 36 25

. 2 2 _
multiplicando por 900: 25(X - 3) - 36(y + 4) =900
desarrollando:
25(x2 ~ 6x+9)-36(y” +8y +16)=900 =  25x* ~150x + 225~ 36y? ~ 288y - 576 = 900
acomodando se llega a la ecuacion general pedida:

25x? - 36y? —150x — 288y 1251 =0

X.10 ECUACION GENERAL DE LA HIPERBOLA VERTICAL

Sea la ecuacion ordinaria trasladada de la hipérbola vertical:
2 2
(y-Kk)* _(x-h)* _
a’ b2 !

desarrollando se tiene:

y? - 2yk + k2 3 x? —2xh+h? _

a’ b? B

multiplicando por a’b?:

a’b2(y? - 2yk+k?) a%?(x? - 2xh+h?)

a’ b?

bz(y2 - 2yk + kz)— az(x2 - 2xh+ h2)= a’pb?

b?y? - 2b%yk + b%k? — a®x? + 2a®xh - a’h? = ah?
acomodando:

- a®x? + b%y? + 2a’hx - 2b%ky — a®h? + b’k? —a®b® = 0
realizando los siguientes cambios de variable:

1

=a%?(1)

14
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A=a?, C=b? D=2a’h, E=-20%k, F=-a’h?+b’k*-a’h’
la expresién queda como:

- A +Cy* +Dx+Ey+F =0

gue es la ecuacion general de la hipérbola vertical. Adviértase que en este caso el signo negativo lo lleva
la variable X.

Ejemplo.
. . i _3
Obtener la ecuacion general de la hipérbola con focos en Fy (1,6) y F (1,0) y con excentricidad €= >

Solucién.
Al no cambiar las abscisas de los focos, se trata de una hipérbola vertical con centro en

6+0
C(l’Tj = C(:|-,3),estoes, h=1y k=3

obteniendo C:

c=6-3=3

despejando @ de la excentricidad:

e=S-3 L -z o a=Z-2Y,
a 2 3 3

obteniendo b

b=vc2-a2 =+32-22 =/9-4=45

asi que la ecuacion buscada es:

R I e
22 ( \/g)z 4 5

multiplicando por 20:

20(y-3)° _ 20(x-1)?

4 5

5ly? -6y +9)-4[x? ~2x+1)=20 = 5y?-30y+45-4x? +8x-4=20

acomodando se llega a la ecuacion general pedida:

—4x% +5y? +8x - 30y +21=0

=20 = 5(y-3)*-4(x-1)*=20

X.11 CARACTERISTICAS DE LA HIPERBOLA A PARTIR DE SU ECUACION
GENERAL

Para transformar la ecuacion general de la hipérbola horizontal: AX? —Cy2 +Dx+Ey+F =0 a su

(x=hf _(y-k)*

ecuacioén ordinaria:
a® b2

=1 para pasar de la ecuacién general de la hipérbola vertical:

-k)?  (x=h)?
- AX? + Cy2 + Dx+Ey+F =0 a su respectiva ecuacion ordinaria: (ya2 ) - ( b2 )

=1 se puede

lograr realizando los siguientes pasos:

15
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1. Sereordenan los términos en X yen Y

2. Se extrae como factor comun al coeficiente de la variable elevada al cuadrado
3. Se completan los cuadrados perfectos(TCP)

4. Se factoriza

5. Se divide entre el término independiente.

Ejemplos.

Obtener todas las caracteristicas de las siguientes hipérbolas:
1) 5x* = 7y? +40x -84y — 207 =0

Solucién.
Siguiendo la metodologia sugerida, se tiene:

5x? + 40x - 7y* —84y — 207 =0

5(x? +8x)- 7(y? +12y)-207=0

5(x? + 8x+16) - 7(y? +12y + 36) - 207 - 5(16) + 7(36) = 0
5(x +4)? - 7(y +6)* = 207 +80-252 =35

5(x + 42 7(y+6)? _ (x+4) (y+6) _
- =1 - =1
35 35 7 5

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

El eje real es X. Se apreciaque h=-4, k=-6, porlo que el centro se ubica en: C(—4,— 6)

a’=7 = a=47, b?=5 = b=45
la ubicacion de los vértices es: V; (— 4+47 - 6) y Vs (— 4-47 - 6)

obteniendo C:
c=va?+b? ={7+5=412
los focos se ubican en: Fl(—4+\/ﬁ,—6)y F, (—4—\/5,—6)

12 5
La excentricidad es: €=——>1. |a longitud del lado recto es: LR= =—Uu
J7 NEE

N

las ecuaciones de las asintotas son: Y~ 6= +:/— (X 4)

desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas:

Bx—-ATy-4/5+6J7 =0 y Bx++7y-4/5-6J7 =0

2) 4x? - 25y? + 24x+100y +36 = 0

Solucién.
De acuerdo a la metodologia mencionada, se tiene:

4x? + 24x — 25y? +100y + 36 = 0

ax® + 6x)- 25|y? - 4y} +36 = 0

4lx® + 6x+9) - 25(y? — 4y + 4)+ 36 - 4(9) + 25(4) =
4(x +3)* - 25(y — 2)* = =36 +36-100 = —100

16
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4(x+3) _ 25y -2)? (y-2)* _(x+3)
—-100 -100 4 25
El eje real es Y . Se aprecia que h=-3, k=2, por lo que el centro se ubica en C(— 3.2)

2=4 = a=+4=2 b?>=25 = Db=+25=5

la ubicacién de los vértices estan en: V; (— 3,4) y V (— 3,0)
obteniendo C:

=va?+b? =/4+25=429
los focos se ubican en: Fy (— 3,2+ @) y > (— 3,2- \/E)

la excentricidad es: €= > >1. La longitud del lado recto es: LR =

=1

=1 que equivale a:

2
—2(5) =25u.
2
las ecuaciones de las asintotas son: Y — 2= ig (X + 3), es decir: 5(y - 2) = iZ(X + 3)

desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: 2X—5y+16=0 y 2x+5y-4=0.

3) 4x% -9y? -18y-45=0

Solucién.
Conforme a la metodologia expuesta, se tiene:

4x% -9y? -18y-45=0

ax® +0x)-9ly? + 2y)-45=0

ax® +0x+0)-oly? + 2y +1) - 45- 4(0) + 9(1) = 0
4x+0)* -9(y+1° =45+0-9=36

acrof oly+1f o x#0f _(y+2)

36 36 9 4
El eje reales X. Se apreciaque h=0, k=-1, porlo que el centro se ubica en C(O.—l).

a’=9 = a=49=3, b?’=4 = Db=.4=2

la ubicacion de los vértices es: Vj (3,—1) y Vs (_ 3,_1)
obteniendo C:

c=va?+b? =9+4 =413
los focos se ubican en: Fl(\/ﬁ,—l) y > (—\/E,—l)

2
22F .8,
3 3

. _~13 . _
La excentricidad es: €= T >1. La longitud del lado recto es: LR =

las ecuaciones de las asintotas son: Y +1= ig(x - 3) , esto es: 3(y +l) = iZ(X - 3)

desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas:

2x-3y-9=0 y 2x+3y—-3=0

17
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X1.12 CASO ESPECIAL O DEGENERADO DE UNA HIPERBOLA

Si en el proceso de transformacion de la ecuacion general a la ecuacion ordinaria sucede que el término
independiente es cero, el resultado no es una hipérbola sino dos rectas no paralelas que surgen de la
factorizacién de la diferencia de dos cuadrados. Graficamente esto es:

y A,x+B,y+C,=0 Ly

Ax+By+C,=0 L,

Ejemplos.
Obtener todas las caracteristicas de las siguientes ecuaciones:

1) 9x? - 25y% =0

Solucion.
Se sabe que @ —b? = (a + b)(a - b), por lo tanto si se aplica se tiene que:
(3X + 5y)(3x - 5y) =0,y las rectas que se cruzan son: 3X+5y=0 y 3x-5y=0

2) 4x? —y? - 24x -4y +32=0

Solucion.

Acomodando las variables: 4x? — 24x — y2 -4y+32=0
Ahora, siguiendo el procedimiento planteado:

4(x2 - 6x)— 1(y2 + 4y)+ 32=0

4% - 6x+9)-1ly? + 4y +4)+ 32 - 4(9) +1(4) = 0
Ax-3f -1y +2) =-32+36-4

Ax-3)* -1(y+2)* =0

factorizando: [2(x = 3)+ Ly + 2)[2(x - 3) -1y +2)| = 0

18
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separando las variables se tiene:
2(x-3)+1y+2)=0 = 2x-6+y+2=0 = 2x+y-4=0
y 2(x-3)-1y+2)=0 = 2x-6-y-2=0 = 2x-y-8=0

3) —9x? +16y? - 96y +144=0

Solucion.

Acomodando las variables: — 9x? +16y% — 96y +144 = 0
Ahora, siguiendo el procedimiento planteado:

~9[x? - 0x)+16[y? - 6y)+144=0

~9[x? — 0x+0) +16(y? - 6y +9)+144+ 9(0) ~16(9) = 0

-9(x-0)* +16(y - 3)* = -144+144

-9(x-0) +16(y-3)* =0

16(y -3)> -9(x-0)* =0

factorizando: [4(y - 3) + 3(X - O)][4(y - 3) - 3(X - O)] =0

separando las variables. Se tiene:

Ay-3)+3(x-0)=0 = 4y-12+3x+0=0 = 3x+4y-12=0

y 4y-3)-3(x-0)=0 = 4y-12-3x+0=0 = 3x-4y+12=0.

X1.12 APLICACIONES

Algunas aplicaciones de la hipérbola se pueden encontrar en:

1.
2.
3.

No

En la localizacién de epicentros de movimientos tellricos a través de sismografos.

La naturaleza de la hipérbola se aprovecha en el disefio de telescopios reflectores.

En la navegacion se utiliza la definicién de la hipérbola: un barco se encuentra sobre una hipérbola
cuyos focos estan en la posicion de dos estaciones. La razdn de esto es que la diferencia constante
de tiempo entre las sefiales emitidas desde cada estacion corresponde a una diferencia constante
entre las distancias del barco a cada estacién. Mediante la utilizacion de la hipérbola se puede saber
la localizacién exacta del barco®.

Investigaciones de fisica atdbmica han demostrado que las particulas alfa apuntadas hacia el nicleo
de un atomo son repelidas y siguen una trayectoria hiperbdlica.

Las trayectorias de los algunos cometas externos del sistema solar que son atraidos por la gravedad
del Sol, describen una 6rbita hiperbdlica, considerando que en uno de los focos esta el Sol. Al
describir este movimiento, estos cometas escaparan nuevamente de este sistema.

En el disefio de algunos arcos y clpulas de construcciones modernas.

Una relacién hiperbolica determina que dos cantidades son inversamente proporcionales

? Este sistema de navegacion recibe el nombre de LORAN.
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