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LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 
 

UNIDAD II 
 
 
II.1 ENTORNOS 
 

Se denomina entorno de un punto a  en x , al intervalo abierto ( )δδ +− aa ,  donde δ  es la 

semiamplitud del intervalo. 
 

El entorno de a , en notación de conjuntos puede escribirse como: { }δ+<<δ− axax , o bien como 

un valor absoluto: δ<− ax . 

 
Gráficamente se representa así: 
 

a - δδδδ
x

δδδδ

a + δδδδ

2δδδδ

δδδδ

a

Amplitud del intervalo

Semiamplitud
del intervalo

Semiamplitud
del intervalo

 
 
Ejemplo. 
Obtener el entorno del punto 5=a  y con la semiamplitud 6.0=δ . 
 
Solución. 

Entorno de ( ) ( )6544605605 .,..,.a =+−=  

{ }6.54.4 <<= xx  

6.05 <−= x  

esto significa que el entorno de a  son todos los valores de x  desde 4.4  hasta 6.5 , pero sin incluir a  los 
extremos. Verificando algunos valores dentro del entorno: 
si 7.4=x : 

6.03.03.057.4 <=−=−  

si 42.5=x : 

6.042.0542.5 <=−  

 
 
 

4.4
x

δδδδ = 0.6

5.6

2δδδδ = 1.2

5

δδδδ = 0.6
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Ejemplo. 
Obtener el entorno del punto 3−=a  y con la semiamplitud 2.1=δ . 
 
Solución. 

Entorno de ( ) ( )8.1,2.42.13,2.13 −−=+−−−=a  

{ }8.12.4 −<<−= xx  

2.13 <+= x  

esto significa que el entorno de a  son todos los valores de 
x  desde 2.4−  hasta 8.1− , pero sin incluir a los extremos: 
si 8.3−=x : 

2.18.08.038.3 <=−=+−  

si 2−=x : 

2.1132 <=+−  

 
Se define como entorno reducido de un punto a  en x  al entono que excluye al propio punto a . Es decir, 

es el intervalo abierto ( )δδ +− aa ,  donde ax ≠ . 

 

El entorno reducido de a  también puede escribirse como: { }axaxax ≠+<<− ,δδ , o bien 

como: δ<−< ax0 . 

 
Gráficamente esto es: 
 

a - δδδδ
x

δδδδ

a + δδδδ

2δδδδ

δδδδ

a

Amplitud del intervalo

Semiamplitud
del intervalo

Semiamplitud
del intervalo

 
 
Ejemplo. 
Obtener el entorno reducido del punto 6=a  y con la semiamplitud 3.0=δ  
 
Solución. 

Entorno reducido de ( ) ( )3.6,7.53.06,3.06 =+−=a   si  6≠x  

{ }6,3.67.5 ≠<<= xxx  

3.060 <−<= x  

-4.2
x

δδδδ = 1.2

-1.8

2δδδδ = 2.4

-3

δδδδ = 1.2



Página del Colegio de Matemáticas de la ENP-UNAM Límite de una función Autor: Dr. José Manuel Becerra Espinosa 

3 
 

esto significa que el entorno reducido de a  son todos los 
valores de x  desde 7.5  hasta 3.6 , quitando el 6  y sin 
incluir a los extremos: 
si 15.6=x : 

3.015.0615.6 <=−  

si 93.5=x : 

3.007.007.0693.5 <=−=−  

 
Ejemplo. 
Obtener el entorno reducido del punto 8.1−=a  y con la 
semiamplitud 22.0=δ . 
 
Solución. 

Entorno reducido de ( ) ( )58.1,02.222.08.1,22.08.1 −−=+−−−=a  

{ }8.1,58.102.2 −≠−<<−= xxx  

22.08.10 <+<= x  

esto significa que el entorno reducido de a  son todos los 
valores de x  desde 02.2−  hasta 58.1− , quitando el 8.1−  
y sin incluir a los extremos: 
si 63.1−=x : 

22.017.08.163.1 <=+−  

si 01.2−=x : 

22.021.021.08.101.2 <=−=+−  

 
 
II.2 DEFINICIÓN DE LÍMITE 
 

Si se desea investigar el comportamiento de la función f  definida por ( ) 12 += xxf  para valores 

cercanos a 3  tanto menores como mayores a este valor. En la tabla siguiente se muestran los valores de 

( )xf  para valores aproximados pero no iguales a 3 : 
 

x  ( )xf  x  ( )xf  

2.5 7.25 3.5 13.25 
2.6 7.76 3.4 12.56 
2.7 8.29 3.3 11.89 
2.8 8.84 3.2 11.24 
2.9 9.41 3.1 10.61 

2.95 9.7025 3.05 10.3025 
2.99 9.9401 3.01 10.0601 
2.999 9.994001 3.001 10.006001 

2.9999 9.99940001 3.0001 10.00060001 

 
A partir de la tabla, se demuestra que cuando x  está cada vez más cerca de 3  por cualquiera de los dos 

lados, ( )xf  se aproxima a 10 . Este hecho se expresa al decir que “el límite de la función ( ) 12 += xxf  

cuando x  tiende a  3  es igual a 10 ”. La notación para esta expresión es ( ) 101lim 2

3
=+

→
x

x
. 

5.7
x

δδδδ = 0.3

6.3

2δδδδ = 0.6

6

δδδδ = 0.3

-2.02
x

δδδδ = 0.22

-1.58

2δδδδ = 0.44

-1.8

δδδδ = 0.22



Página del Colegio de Matemáticas de la ENP-UNAM Límite de una función Autor: Dr. José Manuel Becerra Espinosa 

4 
 

Como se puede apreciar del ejemplo anterior, el interés se centra en conocer el valor de la función ( )xf  

cuando x  se aproxima a un valor a , pero sin ubicarse en dicho valor. Esto es, si x  se acerca más y más 

a a  (pero x  no es igual a a ), la función ( )xf  se acerca más y más a un valor L . Esto significa que 

( )xf  tiende a L  si x  tiende a a . 

 
La frase " x  tiende a a " significa que independientemente de lo próximo que esté x  del valor a , existe 
siempre otro valor de x  (distinto de a ) en el dominio de f  que está aún más próximo a a . 
 
Definición de límite: 
 
Una función f  tiende hacia el límite L  en a  si para todo 0>ε  existe algún 0>δ   tal que 

( ) ε<− Lxf  siempre que δ<−< ax0 . 

 

Se puede deducir de la definición, que para que exista el límite L  de una función ( )xf  es necesario que 

se forme un entorno de L  en ( )xf  siempre y cuando se pueda generar un entorno reducido de a  en x . 
 

Dado que el entorno de L  es: { }ε+<<ε− LyLy , el entorno reducido de a  es:  

{ }axaxax ≠δ+<<δ− , , donde δ  y ε  pueden se tan pequeñas como se desee, por lo que se 

pueden generar una infinidad de entornos cada vez más pequeños, siempre que ax ≠ . Esto  puede 

interpretarse como la formación de rectángulos cada vez más pequeños que incluyan al punto  ( )La, . 
Gráficamente esto es: 
 

y

x

y = f(x)

aaaa----δδδδ1111

aaaa----δδδδ2222 aaaa----δδδδ4444

aaaa----δδδδ3333

a+a+a+a+δδδδ4444 a+a+a+a+δδδδ2222

a+a+a+a+δδδδ3333 a+a+a+a+δδδδ1111

L+L+L+L+εεεε1111

L+L+L+L+εεεε2222

L+L+L+L+εεεε3333
L+L+L+L+εεεε4444

LLLL----εεεε4444
LLLL----εεεε3333

LLLL----εεεε2222

LLLL----εεεε1111

LLLL

aaaa

 
 
Nótese como cada entorno ii LyL εε +<<−  se forma respondiendo a los entornos ii axa δδ +<<−
, y a medida que δ  tiende a cero (sin llegar a serlo), también ε  tiende a cero. 
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En caso de existir, el límite se representa en forma simbólica como:  
 

( ) Lxf
ax

=
→

lim  

 

y se lee: “el límite de ( )xf cuando x  tienda hacia a  es L ”. 
 
Una función no puede tender a dos límites distintos a la vez. Esto es, si el límite de una función existe, es 
único: 
 
El límite 

( )xf
ax→

lim  

existe si el límite por la izquierda,  
( )xf

ax −→
lim  

y el límite por la derecha, 
( )xf

ax +→
lim  

son iguales. 
 
 
Estos dos últimos límites se conocen como límites laterales, lo que significa que se pueden aproximar los 

valores de ( )xf  a L  tanto como se quiera, ya sea por la derecha o por la izquierda. De lo anterior, se 
cumple lo siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) LxfyLxfLxf
axaxax

==⇔=
+− →→→

limlimlim  

 

Para fines prácticos, para determinar si una función ( )xf  tiene límite cuando ax →  basta con aplicar la 

definición y establecer una expresión que relacione a δ  y ε . En caso de no encontrar una relación, la 
función no tendrá límite en ese punto. 
 
Ejemplos. 
A través de la definición, calcular formalmente los siguientes límites: 
 

1) ( )54lim
2

+
→

x
x

 

Solución: 
( ) ( ) 135852454lim

2
=+=+=+

→
x

x
 

aplicando la definición: 

( ) δε <−⇔<− axLxf  

δε <−⇔<−+ 21354 xx  

δε <−⇔<− 284 xx  

( ) δε <−⇔<− 224 xx  

δε <−⇔<− 2
4

2 xx  

4

εδ =  
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∴   el límite existe y es . 
 

2) ( )62lim 2

3
−−

→
xx

x
 

Solución: 

( ) ( ) 3669632362lim 22

3
−=−−=−−=−−

→
xx

x
 

aplicando la definición: 

( ) δε <−⇔<− axLxf  

( ) δε <−⇔<−−−− 33622 xxx  

δε <−⇔<−− 3322 xxx  

( )( ) δε <−⇔<−+ 331 xxx  

δε <−⇔
+

<− 2
1

3 x
x

x  

1+
=

x

εδ  

∴   el límite existe y es 3− . 
 

3) ( )1lim 23

4
−−+

→
xxx

x
 

Solución: 

( ) 7514166414441lim 2323

4
=−−+=−−+=−−+

→
xxx

x
 

aplicando la definición: 

( ) δε <−⇔<− axLxf  

δε <−⇔<−−−+ 475123 xxxx  

δε <−⇔<−−+ 47623 xxxx  

( )( ) δε <−⇔<++− 41954 2 xxxx  

δε <−⇔
++

<− 4
195

4
2

x
xx

x  

1952 ++
=

xx

εδ  

∴   el límite existe y es 75 . 
 

4) 






−
−→ xx

2
lim

5
 

Solución: 

5

22
lim

5
=







−
−→ xx

 

aplicando la definición: 

( ) δε <−⇔<− axLxf  

13
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( ) δε <−−⇔<−− 5
5

22
x

x
 

δε <+⇔<−−
5

5

210
x

x

x
 

( ) δε <+⇔<+−
5

5

52
x

x

x
 

aplicando el valor absoluto a los términos del producto: 

( ) δε <+⇔<+
5

5

5
2 x

x

x
 

δε <−⇔<+ 5
2

5
5 x

x
x  

2

5 εδ x=  

∴   el límite existe y es 
5

2
. 

 

5) x
x

2lim
1→

 

Solución: 

( ) 2122lim
1

==
→

x
x

 

aplicando la definición: 

( ) δε <−⇔<− axLxf  

δε <−⇔<− 122 xx  

multiplicando por el conjugado del binomio: 

( ) δε <−⇔<
+
+− 1

22

22
22 x

x

x
x  

δε <−⇔<
+
−

1
22

22
x

x

x
 

( ) δε <−⇔<
+
−

1
22

12
x

x

x
 

( ) δε <−⇔+<− 1
2

22
1 x

x
x  

( )
2

22 εδ += x
 

∴   el límite existe y es 2 . 
 

6) 








+−→ 3

1
lim

3 xx
 

Solución: 
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( )existeNo
xx 0

1

33

1

3

1
lim

3
=

+−
=









+−→
 

si se desea aplicar la definición: 

( ) δε <−⇔<− axLxf  

no se puede ya que L no es un valor definido, por lo tanto, el límite no existe. 
 
 
II.3 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES 
 

Sean ( )xf
ax→

lim , ( )xg
ax→

lim  dos límites que existen y  c  una constante. Entonces: 

 

1. [ ] cc
ax

=
→

lim  

El límite de una constante es la misma constante. 
 

2. [ ] ax
ax

=
→

lim  

El límite de la función identidad es igual al valor de a . 
 

3. ( )[ ] ( )xfcxfc
axax →→

⋅=⋅ limlim  

El límite de una constante multiplicada por una función es la constante multiplicada por el límite de la 
función. 
 

4. ( ) ( )[ ] ( ) ( )xgxfxgxf
axaxax →→→

±=± limlimlim  

El límite de una suma algebraica es la suma algebraica de los límites. 
 

5. ( ) ( )[ ] ( ) ( )xgxfxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅ limlimlim  

El límite de un producto es el producto de los límites. 
 

6. 
( )
( )

( )
( ) ( ) 0lim

lim

lim
lim ≠=









→
→

→

→
xg

xg

xf

xg

xf

ax
ax

ax

ax
 

El límite de un cociente es el cociente de los límites. 
 

7. ( )[ ] ( )[ ] Nnxfxf n

ax

n

ax
∈=

→→
limlim  

El límite de la potencia de una función es el límite de la función elevada a la potencia. 
 

8. ( ) ( ) Nnxfxf n
ax

n

ax
∈=

→→
limlim           (si n  es par se asume que ( ) 0lim >

→
xf

ax
) 

El límite de una raíz es la raíz del límite. 
 
Ejemplos. 
Aplicando las propiedades, calcular los siguientes límites: 
 

1) 55lim
4

=
→x

 

2) 7lim
7

−=
−→

x
x
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3) ( ) ( ) 2446266lim 22

2
===

→
x

x
 

4) ( ) ( ) ( ) ( ) 21915279359393533953lim 22

3
=+−=+−=+−=+−

→
xx

x
 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 151101815151101815151085lim 2323

1
−−+−−=−−+−−−=−+−

−→
xxx

x
 

                                                38151085 −=−−−−=  

6) ( ) 14

1

620

1

654

1

64

1
lim

5
=

−
=

−
=

−→ xx
 

7) 
( )

( ) 17

4

34

8

1024

8

1046

42

106

2
lim

4
=

−
−=

−−
−=

−−
−=

−−→ x

x
x

 

8) ( ) ( )( ) 644222lim 333

2
===

→
x

x
 

9) ( ) 464888lim 333

8
===

→
x

x
 

10) 
0

0

1

1
lim

21
=

−
−

→ x

x
x

 

este límite presenta una indeterminación, sin embargo, si se factoriza el denominador: 

( )( ) 2

1

11

1

1

1
lim

11

1
lim

1

1
lim

1121
=

+
=

+
=

+−
−=

−
−

→→→ xxx

x

x

x
xxx

 

11) 
0

0

33

99

33

93

3

9
lim

22

3
=

−
−=

−
−=

−
−

→ x

x
x

 

para eliminar la indeterminación se factoriza el numerador: 

( )( ) ( ) 6333lim
3

33
lim

3

9
lim

33

2

3
=+=+=

−
−+=

−
−

→→→
x

x

xx

x

x
xxx

 

12) 
( )

0

0

624

44

622

422

6

42
lim

222
=

−+
−=

−+
−=

−+
−

→ xx

x
x

 

este límite presenta una indeterminación, sin embargo, si se factoriza tanto el numerador como el 
denominador: 

( )
( )( ) 5

2

32

2

3

2
lim

23

22
lim

6

42
lim

2222
=

+
=

+
=

−+
−=

−+
−

→→→ xxx

x

xx

x
xxx

 

13) ( ) 0

0

82416

1616

8464

164

86

16
lim

2

2

2

2

4
=

+−
−=

+−
−=

+−
−

→ xx

x
x

 

para eliminar la indeterminación se factoriza tanto el numerador como el denominador: 

( )( )
( )( ) 3

2

6

24

24

2

4
lim

42

44
lim

86

16
lim

442

2

4
==

−
+=

−
+=

−−
−+=

+−
−

→→→ x

x

xx

xx

xx

x
xxx

 

14) 
( )( ) ( )( )( )

( ) ( )
( )( )

0

0

231

2111

2131

2111

23

21
lim 2

2

2

2

1
=

+−
+−−=

+−+−
+−−−=

++
+−

−→ xx

xx
x

 

a fin de eliminar la indeterminación se factoriza el numerador y el denominador: 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) 2111lim

21

211
lim

23

21
lim

112

2

1
−=−−=−=

++
+−+=

++
+−

−→−→−→
x

xx

xxx

xx

xx
xxx

 

15) ( ) 0

0

231

11

2131

11

23
lim

2

2

2

2

1
=

+−
−=

+−
−=

+−
−

→ xx

xx
x
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para eliminar la indeterminación se factoriza tanto el numerador como el denominador: 

( )
( )( ) 1

1

1

21

1

2
lim

21

1
lim

23
lim

112

2

1
−=

−
=

−
=

−
=

−−
−=

+−
−

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
xxx

 

16) 
0

0

12416

20416

1244

2044

12

20
lim

2

2

2

2

4
=

−−
−+=

−−
−+=

−−
−+

→ xx

xx
x

 

este límite presenta una indeterminación, sin embargo, si se factoriza tanto el numerador como el 
denominador: 

( )( )
( )( ) 7

9

34

54

3

5
lim

43

45
lim

12

20
lim

442

2

4
=

+
+=

+
+=

−+
−+=

−−
−+

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
xxx

 

17) 
( )
( ) 0

0

427836

306636

426136

306116

4213

3011
lim

2

2

2

2

6
=

+−
+−=

+−
+−=

+−
+−

→ xx

xx
x

 

para eliminar la indeterminación se factoriza tanto el numerador como el denominador: 

( )( )
( )( ) 1

1

1

76

56

7

5
lim

76

56
lim

4213

3011
lim

662

2

6
−=

−
=

−
−=

−
−=

−−
−−=

+−
+−

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
xxx

 

18) 
( )

0

0

77

499849

77

497147

7

4914
lim

22

7
=

−
+−=

−
+−=

−
+−

→ x

xx
x

 

este límite presenta una indeterminación, sin embargo, si se factoriza el numerador: 

( )( ) ( ) 0777lim
7

77
lim

7

4914
lim

77

2

7
=−=−=

−
−−=

−
+−

→→→
x

x

xx

x

xx
xxx

 

19) ( )( ) ( )existeno
xxx

x

x

x
xxx 0

1

55

1

5

1
lim

55

5
lim

25

5
lim

5525
=

−
=

−
=

−+
+=

−
+

→→→
 

20) 
0

0

44

22

42

22

4

2
lim 222

=
−
−=

−
−=

−
−

→ x

x
x

 

multiplicando por el binomio conjugado del numerador para deshacer la indeterminación: 

( )( )24

2
lim

2

2

4

2
lim

4

2
lim

222222 +−
−=










+
+

−
−=

−
−

→→→ xx

x

x

x

x

x

x

x
xxx

 

factorizando el denominador: 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )2222

1

22

1
lim

222

2
lim

4

2
lim

2222 ++
=

++
=

+−+
−=

−
−

→→→ xxxxx

x

x

x
xxx

( ) 28

1

224

1 ==  

21) ( ) 0

16

1616

88

1682

88

162

8
lim

8
=

+−
+=

+−
+=

+−
+

→ x

x
x

 

para eliminar la indeterminación se factoriza el denominador: 

( )82

8
lim

162

8
lim

88 −−
+=

+−
+

→→ x

x

x

x
xx

 

como no se puede simplificar, el límite no existe. 

22) 
0

0

2525

125125

255

1255

25

125
lim

2

3

2

3

5
=

−
−=

−
−=

−
−

→ x

x
x

 

a fin de eliminar la indeterminación se factoriza el numerador y el denominador: 



Página del Colegio de Matemáticas de la ENP-UNAM Límite de una función Autor: Dr. José Manuel Becerra Espinosa 

11 
 

( )( )
( )( )

( )
55

25555

5

255
lim

55

2555
lim

25

125
lim

22

5

2

52

3

5 +
++=

+
++=

−+
++−=

−
−

→→→ x

xx

xx

xxx

x

x
xxx

 

2

15

10

75

10

252525 ==++=  

23) 
0

0

0

0

77

77

7

7
lim

7
==

−
−=

−
−

→ x

x
x

 

para eliminar la indeterminación, se eleva al cuadrado: 

( )
( )

( )
7

7
lim

7

7
lim

7

7
lim

2

72

2

77 −
−=

−

−=
−

−
→→→ x

x

x

x

x

x
xxx

 

factorizando el numerador: 
( )( ) ( ) 0777lim

7

77
lim

7

7
lim

777
=−=−=

−
−−=

−
−

→→→
x

x

xx

x

x
xxx

 

24) 
0

0

0

0

66

66

6

6
lim

6
==

−
−=

−
−

→ x

x
x

 

este límite presenta una indeterminación, sin embargo, elevando al cuadrado: 

( )
( ) ( )262

2

66 6

6
lim

6

6
lim

6

6
lim

−
−=

−
−=

−
−

→→→ x

x

x

x

x

x
xxx

 

factorizando el denominador: 

( )( ) ( )existeno
xxx

x

x

x
xxx 0

1

66

1

6

1
lim

66

6
lim

6

6
lim

666
=

−
=

−
=

−−
−=

−
−

→→→
 

25) 
0

0

1010

33

1010

39

1010

3110

10

31
lim

10
=

−
−=

−
−=

−
−−=

−
−−

→ x

x
x

 

para eliminar la indeterminación se multiplica por el binomio conjugado del numerador: 

( )( )3110

91
lim

31

31

10

31
lim

10

31
lim

101010 +−−
−−=










+−
+−

−
−−=

−
−−

→→→ xx

x

x

x

x

x

x

x
xxx

 

( )( ) 6

1

33

1

39

1

3110

1

31

1
lim

3110

10
lim

1010
=

+
=

+
=

+−
=

+−
=

+−−
−=

→→ xxx

x
xx

 

 
 
II.4 LÍMITES INFINITOS 
 

Los tipos de límites en los que una función ( )xf  se hace infinita (ya sea positiva o negativa) cuando x  

tiende a a  por la izquierda o por la derecha se conocen como límites infinitos. 
 

¿Qué ocurre cuando x  se aproxima o tiende a cero en la función ( )
x

xf
1= ? 

Tabulando la función se aprecia que cuando x  tiende a cero por la derecha, los valores de la función que 
son positivos, son cada vez más grandes. Es decir, los valores de la función aumentan. Mientras que, 
cuando x  tiende a cero por la izquierda, los valores de la función son negativos, son cada vez más 
pequeños. Es decir, los valores de la función disminuyen. 
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x  ( )xf  x  ( )xf  

10 0.1 -10 -0.1 
5 0.2 -5 -0.2 
4 0.25 -4 -0.25 
3 0.333 -3 -0.333 
2 0.5 -2 -0.5 
1 1 -1 -1 

0.5 2 -0.5 -2 
0.2 5 -0.2 -5 
0.1 10 -0.1 -10 

0.01 100 -0.01 -100 
0.001 1000 -0.001 -1000 

 
 

Gráficamente en ambos casos, ( )xf  crece o decrece sin tope, sin fronteras. Esto es,  
 
 

x-2

8

-4

y

-8 -6

2

-6

4

6

10

-4 -2 8

-8

2 4 6

-10

10-10

x →→→→ 0

f(x) = ∞∞∞∞

f(x) = - ∞∞∞∞

0 ←←←← x

 
 
 

El símbolo de infinito ( )∞  no significa que el límite exista, ya que no representa un número real. 

Simboliza el comportamiento no acotado (sin fronteras) de ( )xf  cuando x  tiende a a . De manera que, 

al decir que "el límite de ( )xf  cuando x  tiende a a  es infinito" se interpreta que el límite no existe. 
 
En general, considérese la función: 
 

( ) ( )
( )xq

xp
xf =  

 

las raíces del polinomio ( )xq , provocan que la función no esté definida, es decir, sus límites son el 
infinito. Geométricamente, cada raíz representa a una asíntota vertical. 
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Ejemplos. 

1) En la función ( )
3

1

−
=

x
xf , los límites laterales no son iguales: 

∞=
−+→ 3

1
lim

3 xx
,  −∞=

−−→ 3

1
lim

3 xx
 

el valor que anula al denominador es 3 , así que el límite en el infinito se presenta en la asíntota 3=x . 
 

2) En la función ( )
25

7
2 −

=
x

x
xf , los límites laterales no son iguales: 

∞=
−+→ 25

7
lim

25 xx
,  −∞=

−−→ 25

7
lim

25 xx
 

−∞=
−+−→ 25

7
lim

25 xx
,  ∞=

−−−→ 25

7
lim

25 xx
 

los valores que anulan al denominador son 5  y 5− , así que los límites en el infinito se presentan en las 
asíntotas 5=x   y 5−=x . 
 

3) En la función ( )
xxx

x
xf

283

159
23 −+
−= , los límites laterales no son iguales: 

∞=
−+

−
+→ xxx

x
x 283

159
lim

230
,  −∞=

−+
−

−→ xxx

x
x 283

159
lim

230
 

∞=
−+

−
+→ xxx

x
x 283

159
lim

234
,  −∞=

−+
−

−→ xxx

x
x 283

159
lim

234
 

−∞=
−+

−
+−→ xxx

x
x 283

159
lim

237
,  ∞=

−+
−

−−→ xxx

x
x 283

159
lim

237
 

los valores que anulan al denominador son 0 , 4  y 7−  respectivamente, así que los límites en el infinito 
se presentan en las asíntotas 0=x , 4=x   y 7−=x . 
 
 
II.5 LÍMITES DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
 
Los límites trigonométricos elementales son aquellos que se obtienen directamente, ya que basta sólo 
con evaluarlos y recordar los valores notables de dichas funciones. 
 
Ejemplos. 
Evaluar los siguientes límites trigonométricos elementales:  
 

1) 5.0
6

lim
6

=






=
→

π
π

senxsen
x

 

2) ( ) ( ) 3130cos3cos3lim
0

===
→

x
x

 

3) ( ) ∞==
→

π
π

tantanlim x
x

 

4) ( ) 33
6

cotcotlim
222

6

==π=
π→

x
x
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5) 
( )
( )

( )
0

1

0

1

04

0sec

04

sec

4
lim

0
====

→ x

x
x

 

6) ( ) ∞=π=
π→

2csccsclim
2

x
x

 

7) ( ) ( ) ( ) 6
2

12

12

12

0cos2

12

04cos2

12

4cos2

12
lim

0
=====

→ xx
 

 

Existen otros límites cuya evaluación no es tan simple. En este sentido, el límite de la función
x

xsen
 

cuando x  tiende a cero es muy importante ya que la resolución de muchos límites trigonométricos se 
basan en su aplicación.  
 
Por ello, se evalúa en primera instancia: 
 

( )
0

0

0

0
lim

0
==

→

sen

x

xsen
x

 

 
aparentemente, el límite no existe. Sin embargo, si se tabula la función ( x  en radianes), se tiene: 
 

x  
x

xsen
 

± 1 0.841470 
± 0.5 0.958851 
± 0.4 0.973545 
± 0.3 0.985067 
± 0.2 0.993346 
± 0.1 0.998334 

± 0.01 0.999983 
± 0.001 0.999999 

 
Como puede apreciarse el límite tiende a la unidad1. Por lo tanto: 
 

1lim
0

=
→ x

xsen
x

 

 
Ejemplos. 
Considerando el resultado anterior y aplicando identidades trigonométricas, obtener los siguientes límites:  
 

1) 
( )

( )
( )

0

0

0

03

05

023

5

23
lim

0
===

→

sensen

x

xsen
x

 

multiplicando y dividiendo por 2 : 
( )( )

( ) ( )
5

6
1

5

6

25

232
lim

5

23
lim

00
===

→→ x

xsen

x

xsen
xx

 

2) 
( ) ( )

0

0

0

04

0

044
lim

222

0
===

→

sen

x

xsen
x

 

expresando la potencia como producto: 

                                                   
1 La demostración formal de este límite puede consultarse en la página 232 del libro Cálculo Diferencial e Integral, de J. Stewart 
incluido en la bibliografía. 
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( )( ) ( )( ) 01041044lim
4

lim
4

lim
00

2

0
=====

→→→
sen

x

xsen
xsen

x

xxsensen

x

xsen
xxx

 

3) 
( )

( )( ) ( ) 0

0

0

0

05

05

5

5
lim

0
===

→ sensenxsen

x
x

 

1
1

1

5

5
1

lim
5

5
lim

00
===

→→

x

xsenxsen

x
xx

 

En general, 1lim
0

=
→ usen

u
u

 

4) 
( )
( )( )

( )
( ) 0

0

0

0

04

08

4

8
lim

0x
===

→ sen

sen

sen

sen

xsen

xsen
 

multiplicando y dividiendo por x8  y 4 : 

( ) ( ) ( ) 21
4

8

44

48
lim

4

18
lim

48

88
lim

4

8
lim

0000
=====

→→→→ xsen

x

xsen

x

xxsen

xxsen

xsen

xsen
xxxx

 

5) 
( )

0

0

0

11

0

0cos1cos1
lim

0
=−=−=−

→ x

x
x

 

aplicando la identidad trigonométrica 
xsen

xx cos1

2
tan

−= : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0010tan1
2

0
tan1

2
tan1lim2

tan
lim

cos1
lim

000
======−

→→→

x

x

x
xsen

x

x
xxx

 

6) 
( )( )

( ) ( )( )
( )
( ) 0

0

00

0

030

02

3

2
lim 2

3

2

3

2

3

0
===

→ sen

sen

xxsen

xsen
x

 

expresando las potencias como productos y multiplicando y dividiendo por 2  y ( )( )xx 22 : 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) xsenxx

xxsensenxx

xsen

xsen

xsenx

xxsensen

xxsen

xsen
xxxx 322

22222
lim

3

212
lim

32

222
lim

3

2
lim

202

2

02

2

02

3

0 →→→→
===  

multiplicando y dividiendo por 3 : 

( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( )( )

9

8
11

9

8

3333

33222
lim

3

1222
lim

3

2
lim

0202

3

0

====
→→→ xxsensen

xx

xsen

xx

xxsen

xsen
xxx

 

7) 
( )

( ) 0

0

0

11

0

10cos1cos
lim

22

2

0
=−=−=−

→ x

x
x

 

aplicando la identidad trigonométrica 1cos22 =+ xxsen : 

( ) ( )( ) 111lim
1cos

lim
2

2

02

2

0
−=−=−=−=−

→→ xx

xxsensen

x

xsen

x

x
xx

 

8) 
( )

( ) 0

0

07

0tan

7

tan
lim

0
==

→ x

x
x

 

aplicando la identidad trigonométrica 
x

xsen
x

cos
tan = : 



Página del Colegio de Matemáticas de la ENP-UNAM Límite de una función Autor: Dr. José Manuel Becerra Espinosa 

16 
 

( ) ( ) 7

1

17

1

0cos7

1

cos7

1
lim

cos7
lim

7

cos
lim

7

tan
lim

0000
======

→→→→ xxx

xsen

x

x

xsen

x

x
xxxx

 

9) xx
x

6csclim
0→

 

aplicando la identidad trigonométrica 
xsen

x
1

csc = y multiplicando y dividiendo por 6 : 

( )
6

1
1

6

1

66

6
lim

6
lim6csclim

000
====

→→→ xsen

x

xsen

x
xx

xxx
 

10) 
( )

0

0tantan
lim =

−
=

−→ ππ
π

ππ x

x
x

 

aplicando las identidades trigonométricas  ( )π−= xx tantan   y  
x

xsen
x

cos
tan = : 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1

1

0cos

1

cos

1

cos

1
lim

cos
lim

tan
lim

tan
lim ===

−
=

−
=

−−
−=

−
−=

− →→→→ πππππ
π

π
π

π ππππ xxx

xsen

x

x

x

x
xxxx

 

 
 
II.6 LÍMITES QUE TIENDEN A INFINITO 
 

Dada una función f  definida en un intervalo ( )∞,a . Entonces el 
 

( ) Lxf
x

=
∞→

lim  

 

significa que los valores de ( )xf  se pueden aproximar a L  tanto como se quiera, si se elige una x  

suficientemente grande. Esta expresión se lee como “el límite de ( )xf  cuando x  tiende a infinito es L ”. 

 

Similarmente, la expresión ( ) Lxf
x

=
−∞→

lim  significa que los valores de ( )xf  se pueden aproximar a L  

tanto como se quiera, si se elige una x  negativa suficientemente grande y se lee como “el límite de 

( )xf  cuando x  tiende a infinito es L ”. 

 
Para saber si existe el límite de una función cuando x  tiende a infinito es necesario analizar su 
comportamiento particular. Por su importancia, los límites de este tipo que revisten más interés de estudio 
son los de las funciones algebraicas y de las racionales. 
 
En el primer caso, todos los límites de funciones algebraicas que tienden a infinito (o a menos infinito) no 
existen. 
 
Ejemplos. 
Calcular los siguientes límites: 
 

1)  ( ) ( ) ( ) ∞=∞−∞=∞−∞=−
∞→

55lim 22 xx
x

 

2) ( ) ( ) ( ) ∞=−∞+∞=−∞+∞=−+
∞→

6634634lim 22 xx
x

 

3) ( ) ( ) ( ) ( ) ∞=+∞−∞−∞=+∞−+∞−−∞−−=−+−−
−∞→

882376237lim 2323 xxx
x
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En el segundo caso, para calcular límites de funciones racionales, normalmente el procedimiento consiste 
en dividir cada término de la función por el término en x  que posee el mayor exponente, se reduce 

aplicando leyes de exponentes y se toma el límite, considerando que: 0
1

lim
1

lim ==
−∞→∞→ xx xx

. 

 
Ejemplos. 
Calcular los siguientes límites: 
 

1)  
( )

( ) ( ) ∞
∞=

+∞−∞
−∞=

+∞−∞
−∞=

+−
−

∞→ 7

6

725

69

725

69
lim 22 xx

x
x

 

Esta es una forma indeterminada, sin embargo, si se divide todo entre 2x  se tiene: 

0
5

0

005

00
72

5

69

lim
725

69

lim
725

69
lim

2

2

222

2

22

2
==

+−
−=

+−

−
=

+−

−
=

+−
−

∞→∞→∞→

xx

xx

xx

x

x

x
xx

x

xx

x
xxx

 

 

2)  
( ) ( )

( ) ( ) ∞
∞=

−∞+∞
+∞−∞−=

−∞−−∞−
+∞−+∞−=

−−
++

−∞→ 4
1

462

1718
462
1718

lim 32

3

32

3

xx

xx
x

 

Es una indeterminación, pero si se divide todo entre 3x  se tiene: 

3
6

18

060

0018
4

6
2

17
18

lim
462

1718

lim
462

1718
lim

3

32

33

3

3

2

333

3

32

3

−=
−

=
−−
−+=

−−

++
=

−−

++
=

−−
++

−∞→−∞→−∞→

xx

xx

xx

x

x

x
xx

x

x

x

xx

xx
xxx

 

 

3)  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ∞
∞=

+∞−∞
∞−∞+∞=

+∞−∞
∞−∞+∞=

+−
−+

∞→ 101023

825

1023

825
lim

2

24

2

24

xx

xxx
x

 

Esta es una forma indeterminada, sin embargo, si se divide todo entre 4x  se tiene: 

( )existeno

xxx

xx

xx

x

x

x
x

x

x

x

x

x

xx

xxx
xxx 0

5

000

005
1023

82
5

lim
1023

825

lim
1023

825
lim

432

32

444

2

44

2

4

4

2

24

=
+−
−+=

+−

−+
=

+−

−+
=

+−
−+

∞→∞→∞→
 

 
En general, para calcular límites que tienden a infinito (o a menos infinito), de las funciones racionales de 
la forma: 
 

( )
0

2
2

1
1

0
2

2
1

1

bxbxbxb

axaxaxa
xp

m
m

m
m

m
m

n
n

n
n

n
n

+⋅⋅⋅+++
+⋅⋅⋅+++= −

−
−

−

−
−

−
−  

 
existen tres casos posibles: 
 
1) Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador y el límite de la función es cero. 
 

( ) 0lim =
∞→

xp
x

,    si  mn <  
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2) Si los grados de los polinomios en el numerador y el denominador son iguales, el límite es el cociente 
del coeficiente del exponente mayor del numerador entre el coeficiente del exponente mayor del 
denominador. 

 

( ) ,lim
n

n

x b

a
xp =

∞→
    si  mn =  

 
3) Si el grado del numerador es mayor que el del denominador, el límite no existe. 

 
( ) ( )existenoxp

x
=

∞→
lim ,    si  mn >  

 
Ejemplos. 
Calcular los siguientes límites: 
 

1)  
xxxx

xxx
x 1281714

138519
lim

546

52

+++
+++

−∞→
 

Como mn < , ( ) 0lim =
∞→

xp
x

 

2)  
243

25

261511

131810
lim

xxx

xxx
x −+−−

+−
∞→

 

Como mn > , ( ) ( )existenoxp
x

=
∞→

lim  

3)  23

32

26144

129
lim

xxx

xxx
x −−−

−−
−∞→

 

Como 3== mn , ( ) 2
6

12
lim =

−
−=

∞→
xp

x
 

4)  23

53

1275

118
lim

xxx

xxx
x −++

+−
−∞→

 

Como mn > , ( ) ( )existenoxp
x

=
∞→

lim  

5)  432

243

4917

2203
lim

xxx

xxx
x −−−

−+
∞→

 

Como 4== mn , ( ) 5
4

20
lim −=

−
=

∞→
xp

x
 

6)  
xxxx

xxx
x 104311

4856
lim

263

24

−−++
+−+

∞→
 

Como mn < , ( ) 0lim =
∞→

xp
x

 

 
 
II.7 LÍMITES DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMI CAS 
 

Una función exponencial es una función de la forma: ( ) xaxf =  donde a  es un número real positivo y 1≠a . 
El comportamiento general de esta función se puede apreciar en las siguientes gráficas:  
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a > 1a > 1a > 1a > 1

x

y

f(x) = a a a a x

x

y

0 < a < 10 < a < 10 < a < 10 < a < 1

1 1

 
 
Sus características son: 
 
• Dominio = ( -∞, ∞ ) 
• Rango = ( 0, ∞ ) 
• La asíntota horizontal es el eje x  

• Siempre corta al eje y  en el punto ( )1,0P  

• Siempre es creciente si 1>a  y siempre es decreciente si 10 << a  
• La función crece más rápido si la base es más grande y decrece más rápido si la base es más pequeña. 
 
De acuerdo a lo anterior, se puede inferir que: 
 

1. 1,lim >∞=
∞→

aa x

x
 

2. 1,0lim >=
−∞→

aa x

x
 

3. 10,0lim <<=
∞→

aa x

x
 

4. 10,lim <<∞=
−∞→

aa x

x
 

5. 1lim
0

=
→

x

x
a  

 
Ejemplo. 

Evaluar numéricamente el límite: ( )x
x

x
1

0
1lim +

→
 

 
Solución. 
Tabulando: 
 

x  ( )xx
1

1+  

3 1.587401 
2 1.732050 
1 2 

0.5 2.25 
0.1 2.593742 
0.01 2.704813 

0.001 2.716923 
0.0001 2.718145 

0.00001 2.718268 
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Como se puede advertir, el límite tiende a un número cercano a 2.71. Dicho límite es el número irracional 
conocido como e  y tiene el valor aproximado de ⋅⋅⋅≈ 67182818284.2e .  
 
Se llama función logarítmica a la función real de variable real : 
 

( )xfy alog=  
 
El comportamiento general de esta función se puede apreciar en las siguientes gráficas:  
 

a > 1a > 1a > 1a > 1

x

y

f(x) = log log log log aaaa xxxx

x

y

0 < a < 10 < a < 10 < a < 10 < a < 1

1 1

 
 
La función logarítmica es una aplicación biyectiva definida de R+ en R y sus características son: 
 
• Dominio = ( 0, ∞ ) 
• Rango = ( -∞, ∞ ) 
• La asíntota vertical es el eje y  

• Siempre corta al eje x  en el punto ( )0,1P  

• Siempre es creciente si 1>a  y siempre es decreciente si 10 << a  
• La función crece más rápido si la base es más pequeña (cuando 1>a ) y decrece más rápido si la 

base es más grande (cuando 10 << a ) 
• La función logarítmica de base a  es la recíproca de la función exponencial de base a   
 
Por lo anterior, se puede inferir que: 
 

1. 1,loglim
0

>−∞=
+→

axa
x

 

2. 1,loglim >∞=
∞→

axa
x

 

3. 10,loglim
0

<<∞=
+→

axa
x

 

4. 10,loglim <<−∞=
∞→

axa
x

 

 
Ejemplo. 

Evaluar numéricamente el límite: 
x

x
x

10log
lim

∞→
 

 
Solución. 
Tabulando: 
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x  
x

x10log
 

5 0.139794 
10 0.100000 
50 0.033979 

100 0.020000 
1000 0.003000 

10,000 0.000400 
100,000 0.000050 

1’000,000 0.000006 

 
x  es más grande que su logaritmo, así que a medida que x  crece, la fracción va disminuyendo. Por lo 

tanto: 0
log

lim 10 =
∞→ x

x
x

 

 
 
II.8 CONTINUIDAD 
 
Una función es continua en ax =  cuando no hay interrupción en la gráfica de f  en a .  Su gráfica no 

aparece con huecos o saltos en f .  Esto es, una función es continua si su gráfica se puede trazar sin 
levantar el lápiz del papel. 
 
Formalmente, una función f  es continua en un punto ax =  si está definida en ese punto, y además: 
 

( ) ( )afxf
ax

=
→

lim  

 
En caso de no cumplir con la condición se dice que la función es discontinua. 
 
Una función f  es continua en un intervalo cuando es continua en todos los puntos de ese intervalo. 
 

( ) ( )afxf
ax

=
→

lim  

 

Función continua

x

y

x

y

Función discontinua
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Ejemplos. 
 

1) La función ( ) 53 2 −= xxf  es continua en el punto 1=x  porque 

( ) ( ) ( ) 2535131lim 2

1
−=−=−==

→
fxf

x
. 

 

2) La función ( ) 59 −= xsenxf  es continua en el punto π=x  porque 

( ) ( ) ( ) ( ) 245951959lim ==−=−=−==
→

ππ
π

senfxf
x

. 

 

3) La función ( )
4

1

−
=

x
xf  es discontinua porque en el punto 4=x  no está definida y porque el límite 

no existe. 
 

4) La función ( )
3

652

−
+−=

x

xx
xf  es discontinua porque en el punto 3=x  no está definida, aunque el 

límite exista: 
( )( ) ( ) 1232lim

3

32
lim

3

65
lim

33

2

3
=−=−=

−
−−=

−
+−

→→→
x

x

xx

x

xx
xxx

. 

 

Nótese como en este último ejemplo la función original puede reescribirse como: ( ) 2
3

652

−=
−

+−= x
x

xx
xf , 

la cual es continua. En estos casos la discontinuidad recibe el nombre de evitable. Las gráficas de ambas 
funciones es la misma a excepción de que en la primera tiene una especie de orificio en el punto 3=x  y 
en y la segunda no. Evitar la discontinuidad consiste en rellenar dicho orificio tal y como se ve en la 
siguiente figura: 
 

Función discontinua 
en x = 3

x

y

3-3

-3

3

x

y

3-3

-3

3

Función continua 
en x = 3

 
 
Las discontinuidades se clasifican en: evitables y no evitables. Una discontinuidad en ax =  es evitable si 
f  se puede redefinir en ese punto. 

 
Los siguientes tipos de funciones son continuas en sus dominios: 
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• Polinomiales 
• Racionales 
• De raíz 
• Trigonométricas 
• Trigonométricas inversas 
• Exponenciales 
• Logarítmicas 
 
Sean f  y g  dos funciones continuas en ax = , entonces las siguientes operaciones de funciones 

también son continuas en ax = : 
 

gf +  

gf −  

gf ⋅  

g

f
  si ( ) 0≠ag  

fc ⋅ , siendo c  una constante 

( ) ( )( )xgfxgf =o ,  si f  es continua en ( )ag . 

 
Ejemplo. 
Determinar si las siguientes funciones son continuas en el punto dado: 
 

1)  ( ) 7638 23 +−−= xxxxf  en el punto 2=x   
Solución: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 477121264712438872623282 23 =+−−=+−−=+−−=f  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 477121264712438872623287638lim 2323

2
=+−−=+−−=+−−=+−−

→
xxx

x
 

como ( ) ( )2lim
2

fxf
x

=
→

, la función sí es continua en 2=x  (lo cual era de esperarse ya que es una 

función polinomial). 
 

2)  ( ) 102 −= xxf  en el punto 3=x   
Solución: 

( ) ( ) 410610322 −=−=−=f  como la función no está definida en ese punto la función no es 

continua (no tiene caso calcular el límite porque no hay forma de eliminar la inexistencia). 
 

3)  ( )
7

492

+
−=

x

x
xf  en el punto 7−=x  

Solución: 

El valor 7−=x  anula al denominador, sin embargo, la función puede rescribirse como: 

 ( ) ( )( )
7

7

77

7

492

−=
+

−+=
+
−= x

x

xx

x

x
xf  

( ) 14777 −=−−=f  

( )( ) ( ) 14777lim
7

77
lim

7

49
lim

77

2

7
−=−−=−=

+
−+=

+
−

−→−→−→
x

x

xx

x

x
xxx

 

por lo tanto, la función es discontinua en el punto 7−=x  pero es evitable. 
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4)  ( )
x

x
xf

312

2

+
=  en el punto 4−=x   

Solución: 

( ) ( )
( ) 0

16

4312

4
2

2

=
−+

−=f  como la función no está definida en ese punto la función no es continua (no 

tiene caso calcular el límite porque no hay forma de eliminar la discontinuidad). 
 

5)  ( ) 2
10log xxf =  en el punto 10=x   

Solución: 

( ) ( ) ( ) 2100log10log10 10
2

10 ===f  

( ) ( ) 2100log10logloglim 10
2

10
2

10
10

===
→

x
x

como ( ) ( )10lim
10

fxf
x

=
→

, la función sí es continua en 

10=x  (lo cual era de esperarse ya que es una función logarítmica). 
 

6)  ( )
x

xx
xf

4

248 45 −=  en el punto 0=x  

Solución: 

El valor 0=x  anula al denominador, sin embargo, la función puede rescribirse como: 

 ( ) ( ) 34
34

62
4

624
xx

x

xxx
xf −=−=  

( ) ( ) ( ) 00006020 34 =−=−=f  

( ) ( ) ( ) ( ) 000060262lim
4

624
lim

4

248
lim 3434

0

34

0

45

0
=−=−=−=−=−

→→→
xx

x

xxx

x

xx
xxx

 

por lo tanto, la función es discontinua en el punto 0=x  pero es evitable. 
 
Ejemplos. 
Analizar la continuidad de las siguientes funciones: 
 

1)  ( )
183

25

−
−=

x

x
xf   

Solución. 
 

Hay continuidad en todo el intervalo ( )∞∞− ,  excepto en el punto 6=x  (ya que ahí se anula el 
denominador). Además, no es evitable. 
 

2)  ( )
2

3

9

510

xx

x
xf

−
+=   

Solución. 
 

( ) ( )xx

x
xf

−
+=

9

510 3

 

Hay continuidad en todo el intervalo ( )∞∞− ,  excepto en los  puntos  0=x  y  9=x  (ya que ahí se 
anula el denominador). Además, no son evitables. 
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3)  ( )
107

25
2

2

+−
−=
xx

x
xf   

Solución. 
 

( ) ( )( )
( )( ) 2

5

52

55

−
+=

−−
−+=

x

x

xx

xx
xf  

Hay continuidad en todo el intervalo ( )∞∞− ,  excepto en los  puntos  2=x  y  5=x  (ya que ahí se 

anula el denominador). Sin embargo, en 5=x  es evitable. 
 

4)  ( )




>−
≤≤

=
4224

402

xx

xx
xf  

Solución. 
 

( ) ( ) 1644 2 ==f  

( ) ( ) 164limlim 22

44
===

→→ −
xxf

xx
 

( ) ( ) ( ) 168244224224limlim
44

=−=−=−=
→→ +

xxf
xx

 

como ( ) ( )xfxf
xx +− →→

=
44

limlim  entonces el ( ) 16lim
4

=
→

xf
x

 

Por lo tanto, hay continuidad en el intervalo [ )∞,0 . 
 
 


